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На основе стохастической системы уравнений, описывающей поведение средней скорости движе-
ния наночастиц, напряженности внешнего поля и внутренней энергии частиц, построена синергети-
ческая модель, позволяющая самосогласованным образом представить режимы движения взвешен-
ных наночастиц. Учитывая соотношения между временами изменения указанных степеней свободы, 
получено уравнение Фоккера-Планка и соответствующее уравнение Ланжевена. Построена фазовая 
диаграмма системы и найдена зависимость стационарного значения средней скорости от внешних 
условий. В рамках метода фазовой плоскости исследована кинетика переходов между режимами 
движения наночастиц. 
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1. ВВЕДЕНИЕ 
 
В связи с развитием нанотехнологий особое вни-
мание ученых в последнее время вызывает контроль 
и управление движением наночастиц. Решение по-
добной проблемы может быть применимо к широко-
му спектру технологических задач, в том числе к 
задачам нано- и микрофлюидики [1], к аспектам со-
здания новейших сенсоров [2], а также к разработке 
наномоторов и реакторных устройств [3-8]. При этом 
основным является доставка частиц в определенную 
точку, где они необходимы, например, для адресной 
доставки лекарственных средств или в промышлен-
ных реакторах.  
Известно, что для некоторых существующих ре-
акторов используют каталитические частицы, раз-
мер которых определяется допустимыми техниче-
скими условиями, когда поток реагентов пропускают 
сквозь слой катализатора [9]. При этом необходимая 
для катализаторов высокая активность в ряде случа-
ев достигается благодаря увеличению площади по-
верхности активной фазы (от 25 до 500 м2 на мл), что 
становится возможным только для очень маленьких 
каталитических частиц (порядка 50нм) [10].  
В результате задача управления режимами дви-
жения активных наночастиц является на данный 
момент достаточно актуальной [11-16]. Наиболее 
простым механизмом при этом является  использо-
вание различного рода излучения [11, 12]. Напри-
мер, для достаточно плотного потока жидкости нахо-
дящиеся в нем взвешенные частицы могут контро-
лироваться изменяющимся во времени излучением. 
Кроме того, анализируя распределение концентра-
ции взвешенных частиц, можно судить об интенсив-
ности падающего излучения, в результате чего воз-
можно создание нового класса датчиков излучения 
на основе жидкости. 
Поскольку до этого речь шла о взвешенных ча-
стицах, то целесообразно будет обратиться к описа-
нию броуновского движения [11, 12, 17]. Несмотря на 
то, что теоретические основы такого движения были 
исследованы А. Эйнштейном в самом начале про-
шлого века, некоторые наблюдавшиеся при этом эф-
фекты удалось объяснить лишь сейчас, основываясь 
на исследовании так называемого «горячего» броунов-
ского движения [11-13]. Оно отличается от обычного 
броуновского движения тем, что наночастицы ( в ра-
ботах [11, 12] использовались наночастицы золота), 
нагретые сфокусированным лазерным излучением, 
имеют запас внутренней энергии, которая затем пре-
образуется в механическую энергию. В результате 
этого движение наночастиц обусловлено не только 
спонтанными толчками молекул окружающей их 
жидкости, но и преобразованием имеющегося запаса 
внутренней энергии в энергию движения.  
Очевидно, что описанные выше системы являют-
ся открытыми и далеки от термодинамического рав-
новесия, поэтому могут поддерживать свою упорядо-
ченность только тогда, когда процессы, определяю-
щие их поведение, являются нелинейными.  
В результате целью данной работы является мо-
делирование режимов движения взвешенных нано-
частиц в рамках модели «горячего» броуновского 
движения [11, 12, 17].  
 
2. СИНЕРГЕТИЧЕСКАЯ СИСТЕМА 
УРАВНЕНИЙ 
 
Согласно работе [17] основой такого описания яв-
ляется синергетическая система уравнений, опреде-
ляющая самосогласованное поведение трех степеней 
свободы: 
 параметра порядка, который сводится к средней 
скорости движения наночастиц v; 
 сопряженного поля, представляющего собой 
напряженность внешнего поля h (в случае явле-
ния хемотаксиса [15], когда наночастицы совер-
шают направленное движение согласно распре-
делению концентрации химических реагентов, 
данный параметр отвечает градиенту концен-
трации соответствующих химических веществ); 
 управляющего параметра, который можно ассо-
циировать с внутренней энергией частиц . 
В результате задача сводится к выражению ско-
ростей изменения указанных степеней свободы через 
их значения , h, . Поскольку для прямолинейного 
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движения наночастиц в основном существует одно 
выделенное направление, то уместно будет далее 
анализировать одномерный случай. Кроме того, из 
работ [11, 12, 17-19] известно, что для коллективного 
движения наночастиц характерны несколько типов 
движения: направленное движение с определенной 
скоростью, вращательное движение и чередование 
указанных режимов движения. 
В отличие от работы [17] нас интересует случай 
жесткого режима самоорганизации, когда скорость 
движения наночастиц изменяется не плавно, а скач-
ком. Для этого учтем простейшую аппроксимацию 
[20] для времени изменения параметра порядка, 
которое зависит от значения  скорости v.  
В результате выражение для среднего ускорения 
записывается в виде 
 
 .
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Здесь tv – характерное время изменения средней 
скорости наночастиц,  – константа дисперсии вре-
мени релаксации средней скорости, v  – масштаб 
дисперсии, av  0 – положительная константа ли-
нейной реакции ускорения v  на возрастание поля h. 
Уравнение для сопряженного поля принимаем в 
стандартном виде 
 
 ,h
h
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где первое слагаемое имеет релаксационную приро-
ду с характерным временем th, второе представляет 
положительную обратную связь средней скорости 
движения и внутренней энергии со скоростью изме-
нения поля (ah  0 – положительная константа свя-
зи). Именно последнее обусловливает нарастание 
поля, которое является причиной самоорганизации.  
Уравнение эволюции внутренней энергии  
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отличается от (1) – (2) тем, что релаксация парамет-
ра  происходит не до нуля, а до конечного значения 
e, которое задается внешними условиями, напри-
мер, температурой жидкости, в которой находятся 
взвешенные наночастицы (t – соответствующее вре-
мя релаксации, константа a  0). Также в соответ-
ствии с принципом Ле-Шателье в уравнении (3) 
учтена отрицательная обратная связь внешнего поля 
и скорости движения наночастиц со скоростью изме-
нения внутренней энергии. Кроме того, учитывая 
случайное воздействие внешней среды, в уравнение 
(3) добавлен стохастический источник, представля-
ющий процесс Орнштейна-Уленбека 
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Здесь I задает интенсивность флуктуаций, а  — 
время их релаксации. 
Согласно [20] система синергетических уравнений 
(1) – (3) представляет простейшую полевую схему, 
описывающую эффект самоорганизации. Для анализа 
этой системы удобно воспользоваться безразмерными 
переменными, относя время t, среднюю скорость v, 
поле h, внутреннюю энергию  и интенсивность флук-
туаций I к соответствующим масштабам. 
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В результате поведение группы активных нано-
частиц представляется безразмерной системой урав-
нений 
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где введены соотношения 
-11 ,h v ε vt t t t .  
-  
В общем случае система (5)-(6) не имеет аналити-
ческого решения, поэтому воспользуемся приближе-
нием 
 
 ,h vt t t  (8) 
 
которое показывает, что в ходе эволюции системы 
наиболее быстро изменяется внутренняя энергия 
частицы. При этом   1, а  >> 1. Последнее условие 
позволяет пренебречь левой частью уравнения (7). В 
результате, система трех дифференциальных урав-
нений сводится к двум. 
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Подставляя выражения для h и h , полученные 
из (9), в уравнение (10), мы приходим к одному диф-
ференциальному уравнению второго порядка  
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имеющему канонический вид уравнения движения 
для нелинейного стохастического осциллятора Ван 
дер Поля [17,20-23]. В нашем случае коэффициент 
трения (v), сила f(v) и амплитуда шума g(v) опреде-
ляются выражениями 
 
 
 
 
 
   
 
 
,
,
.
v v
v v
v v
v v
f v v v
v v
g v v



  
   

 
 
    
 
 

   


2 2
2
2
2 2
2
3
e 2 2
1
1 1
1
1
1
1
 (12) 
 
3. СТАТИСТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ 
СИНЕРГЕТИЧЕСКОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
 
Далее наша задача состоит в нахождении функ-
ции распределения P(v, a, t) системы в фазовом про-
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странстве, образованном скоростью v и ускорением a 
[17, 21, 24]. 
Для этой цели представим уравнение Эйлера (11) 
в рамках формализма Гамильтона 
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a
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В результате, необходимая плотность вероятности 
P(v, a, t) сводится к функции распределения (v, a, t) 
решений системы (13) 
 
     .

P v,a,t v,a,t  (14) 
Здесь  ...

 отвечает усреднению по шуму . 
Уравнение непрерывности строится стандартным 
образом [20, 24]. 
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где введен оператор 
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В соответствии с методом разложения по куму-
лянтам Ван Кампена [24, 25], выражение для усред-
ненной функции (v, a, t) принимает вид интеграль-
но-дифференциального уравнения 
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Далее переходим к исходному распределению 
 P v,a,t , заменяя оператор в левой части уравнения 
(17) на N  
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Поскольку мы рассматриваем систему на боль-
ших временных масштабах, то в соответствии с [24], 
уравнение (11) можно представить в виде  
 
         ,i i i i iv v f v g v t   iv  (19) 
 
для набора переменных v1, v2 ,…vn и 1, 2 ,… n, где 
подразумевается суммирование по повторяющимся 
индексам. Анализируя выражение (19), вместо инте-
грально-дифференциального оператора N мы полу-
чаем сумму  
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где моменты корреляционной функции определяют-
ся следующим образом 
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Используя представление (4), получим соотношения 
для нулевого и первого моментов 
 
    , .0 1M t = I M t = I  (22) 
 
Операторы nL  определяются по правилу 
[17, 21, 24] 
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где квадратные скобки обозначают коммутатор 
A,B = AB-BA.    
Выражения для 0N  и 1N  позволяют придать вы-
ражению (18) вид уравнения Крамерса [26], решени-
ем которого является функция  P v,a,t .  
Поскольку интеграл 
 
     ap v,t P v,a,t da,  (24) 
 
представляет больший практический интерес, неже-
ли функция  P v,a,t , то далее рассмотрим моменты 
начального распределения 
 
     nn ap v,t = a P v,a,t da.  (25) 
 
В этом случае искомым [20, 24] будет нулевой мо-
мент    0p v,t p v,t . 
После умножения на an уравнения Крамерса и 
интегрирования по ускорению a, получаем рекур-
рентные отношения [20, 24], которые приводят к за-
мкнутой иерархической системе уравнений для мо-
ментов функции распределения 
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Для краткости, зависимость от скорости v здесь и 
далее будет опущена.  
Решая циклическую систему уравнений (26), мы 
приходим к уравнению Фоккера-Планка [27]. 
 
    
  
  
  
,
p
p
t
D D p
v v
2
1 22
 (27) 
где 
 ,
g g
M g
v v

 
  
   
   
2
1 0 12
1
D f M  (28) 
 ,
g
M


2
2 0 2
D  (29) 
 
коэффициенты дрейфа и диффузии соответственно.
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4. УРАВНЕНИЕ ЛАНЖЕВЕНА 
 
Уравнению Фоккера-Планка (27) можно поста-
вить в соответствие [20, 27] уравнение Ланжевена, 
описывающее эволюцию параметра порядка,  
 
   1 22v D D t  (30) 
 
где (t) представляет собой белый шум со стандарт-
ными свойствами 
 
        , , .t t t t      0 t  (31) 
 
При исследования переходов между режимами 
движения наночастиц воспользуемся стандартным 
подходом [28]. Для этого запишем уравнение Лан-
жевена (30) в виде стохастического дифференциаль-
ного уравнения 
 
 
1 2
2dv Ddt D dw  (32) 
 
где dw = (t)dt представляет Виннеровский процесс 
[27]. Это позволяет ввести новый процесс z(t) с яко-
бианом перехода 
1
2
2dz dv D .  
Поскольку изначально использовался белый 
шум, то для переменной z(t) стохастический оператор 
дифференцирования может быть записан в виде [21]. 
 
 
2
2
2
1
2
dz d z
dz dz dz .
dv dz
 (33) 
 
Построив подобным образом уравнение эволюции 
для процесса z(t), мы приходим к выражению для 
белого шума 
 
 ,



1 2
2
1
2
2
v D D
t
D
 (34) 
 
где штрих означает дифференцирование по скорости 
v. Учитывая, плотность вероятности 
2
exp 1 2p t t dt   и соотношение 
p(v) = p()J между распределениями (J – якобиан 
перехода от переменной  к переменной v), согласно 
[29] получаем выражение 
 
 ,
1
exp
2
p v,v,t Ldt  (35) 
 
где L играет роль лагранжиана в эвклидовой теории 
поля 
 
 .
2
1 2
2
1 1
2 2
L v D D
D
 (36) 
 
В стационарном состоянии ускорение частиц 
= 0v , и условие экстремума для функции Лагранжа 
0
L
v
 приводит к системе уравнений.  
 
 
,
.

1 2
2
2 2 2 1 2
= 0
2 0
D D
D D D D D D
 (37) 
 
Подставляя в (37) зависимости (12), (22), (28) и 
(29), получим фазовую диаграмму системы (Рис.1a) и 
зависимость стационарного значения средней скоро-
сти движения наночастиц от значения внутренней 
энергии, задаваемого внешними условиями (Рис.1b). 
Как видно из Рис.1а, для исследуемой системы 
характерно наличие четырех областей A, B, C и D на 
фазовой диаграмме. Чтобы охарактеризовать режи-
мы движения, присущие каждой области рассмотрим 
более детально Рис.1b, где сплошной жирной кривой 
изображено решение первого уравнения (37), лучи A, 
B, C и D отвечают соответствующим точкам фазовой 
диаграммы, а прямые 1, 2 представляют дополни-
тельные решения, возникающие при анализе второ-
го уравнения (37). При этом точки R отвечающие 
= 0v , характеризуют вращательное движение ча-
стиц; для точек M, T средняя скорость 0v , поэтому 
имеет место направленное прямолинейное движе-
ние; точки N не имеют физического значения и отве-
чают дополнительным экстремумам, разделяющим 
стационарные состояния системы; точки K, L – также 
являются дополнительными решениями, получен-
ными из второго уравнения (37).  
 Кроме анализа стационарных состояний системы 
далее нам необходимо рассмотреть кинетику перехо-
да из одного состояния в другое 
 
 
Рис. 1 – Диаграмма состояний системы (а) и зависимость стационарного значения средней скорости движения (b) при I = 2, 
 = 0.4, 0.1v  
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5.  ФАЗОВЫЕ ПОРТРЕТЫ СИСТЕМЫ 
 
Для анализа кинетики системы рассмотрим урав-
нение Эйлера-Лагранжа  
 
 
L d L R
v dt v v
 (38) 
 
Поскольку в рассматриваемой нами системе необ-
ходимо учесть диссипацию энергии, то в уравнении 
(37) учтена диссипативная функция, имеющая стан-
дартный вид 2 2R v . В результате приходим к 
дифференциальному уравнению второго порядка  
 
,
222
2 2 2 1 2 2 1
2
0
2
D
v vD v D D D D D D
D
(39) 
 
которое можно представить в виде системы двух диф-
ференциальных уравнений первого порядка. Данное 
преобразование позволяет использовать метод фазо-
вой плоскости для рассмотрения кинетики системы на 
основе фазовых портретов на плоскости v,v . 
Фазовые портреты системы приведены на Рис.2 и 
отвечают соответствующим областям фазовой диа-
граммы (штрихами обозначены точки, отвечающие 
обратному направлению скорости v). 
 
 
Рис. 2 – Фазовые портреты системы для параметров, обозначенных точками A, B, C и D на фазовой диаграмме (Рис.1а) 
 
Анализируя фазовые портреты, можно сделать 
вывод о достаточно сложной кинетике исследуемой 
стохастической системы. При этом направленное 
движение взвешенных наночастиц возможно с раз-
личными средними скоростями 0v  (седла M и T на 
Рис.2b, c, d); для вращательного движения (особая 
точка R на Рис.2a-d) характерно нестандартное кине-
тическое поведение.  
Кроме того, можно сказать, что для области A фа-
зовой диаграммы реализуется только вращательное 
движение; для области B характерно сосуществование 
вращательного и направленного типов движения; в 
третьей области C возможно два вида направленного 
движения с разными значениями скорости v; в по-
следней области D фазовой диаграммы реализуется 
только направленное движение наночастиц. 
 
6. ВЫВОДЫ 
 
В результате проделанного исследования была по-
строена самосогласованная модель, позволяющая 
описать возможные типы движения взвешенных на-
ночастиц. Рассматривая влияние внешней среды, ко-
торое отражается на значении e внутренней энергии, 
задаваемой температурой окружающей жидкости, бы-
ли исследованы возможные комбинации существую-
щих режимов движения. При этом для небольших 
значений внутренней энергии e и для большого диа-
пазона интенсивности флуктуаций внутренней энер-
гии I, возможно только вращательное движение нано-
частиц. В обратном случае малой интенсивности 
флуктуаций и большого значения внутренней энергии 
e реализуется единственное направленное движение с 
достаточной средней скоростью. В промежуточных 
случаях возможно два режима сосуществования: вра-
щательного и направленного движения; направленно-
го движения с разными скоростями (одна из которых 
принимает весьма незначительные значения).  
Данные результаты могут быть полезны как при 
решении некоторых физических задач, например,  
при контроле движения наночастиц в каталитических 
реакторах, так и медицинских, где адресная доставка 
лекарственных средств в заданную точку организма 
достаточно актуальна на сегодняшний момент. 
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Investigation of the Nanoparticles Motion Modes within the Framework of  
Stochastic System  
 
O.V. Yushchenko, A.Yu. Badalyan 
 
Sumy State University, 2, Rimsky-Korsakov Str., 40007 Sumy, Ukraine 
 
On the basis of a stochastic system of equations, describing the behavior of the average velocity of na-
noparticles, the external field and the internal energy, a synergetic model, which allows in a self-consistent 
manner to present the modes of the suspended nanoparticles motion, was constructed. Considering the 
correlation between the times of change of the degrees of freedom the Fokker-Planck equation was ob-
tained, and the corresponding Langevin equation was found. Phase diagram of the system was built and 
the dependence of steady-state average velocity on the external conditions was found. Within the frame-
work of the phase-plane method the kinetics of the transition between the modes of the nanoparticles mo-
tion was investigated. 
 
Keywords: Self-organization, The Fokker-Planck equation, Langevin equation, The phase-plane method. 
 
 
Дослідження режимів руху наночастинок в рамках стохастичної системи  
 
О.В. Ющенко, А.Ю. Бадалян 
 
Сумський державний університет, вул. Римського-Корсакова, 2, 40007, Суми, Україна 
 
На основі стохастичної системи рівнянь, що описує поведінку середньої швидкості руху наночас-
тинок, напруженості зовнішнього поля і внутрішньої енергії частинок, побудована синергетична мо-
дель, що дозволяє самоузгодженим чином представити режими руху зважених наночастинок. Врахо-
вуючи співвідношення між часом зміни зазначених ступенів вільності, отримано рівняння Фоккера-
Планка і відповідне рівняння Ланжевена. Побудована фазова діаграма системи, і знайдена залеж-
ність стаціонарного значення середньої швидкості від зовнішніх умов. В рамках методу фазової пло-
щини досліджена кінетика переходів між режимами руху наночастинок. 
 
Ключові слова: Cамоорганізація, Рівняння Фоккера-Планка, Рівняння Ланжевена, Метод фазової 
площини. 
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